Matematika II - 4. cviceni

Reseni P¥ikladu 4:
f(xvyv Z) = ($+y)2 + (.’L‘ - y)2 +Z,M = [_17 1] X [_17 1] X [_171]

Mnozina M C R3 je neprdzdna, omezend (napt. M C B([0,0,0],2)) a uzaviend, a tedy
(neprazdnd) kompaktni. Uzavienost mnoziny M plyne z toho, ze M lze zapsat jako prunik
tT1 uzavrenych mnozin:

M= ([-1,1] x R*) 0 (R x [~1,1] x R) N (R* x [~1,1]) =
={[r,y, 2] eR*x c [-1, 1]} n{[z,y,2] € R*y c[-1,1]} N{[z,y, 2] € R? 2 € [-1,1]}.

Poznamenejme, ze uzavienost tii mnozin z predchoziho radku plyne z Prikladu 7 ze Super-
semindte. JelikoZ f je spojita funkce na neprazdné kompaktni mnoziné M C R? (f je spojita
dokonce na R?), nabyvd na M svého maxima i minima (vzhledem k M).

Vsimnéme si, ze pro z € (—1,1) a z,y € [—1, 1] plati

f($7y7 _1) < f($ay7z) < f(xvya 1)

Odtud plyne, ze hledané body maxima musi byt tvaru [z, y, 1] a body minima musi byt tvaru

[z, y, —1].
Nejprve budeme hledat body maxima a pro x,y € [—1, 1] definujeme

g(@,y) = flz,y, ) =(@+y)° + (@ -y’ +1=22"+ 2> + 1.

Po tpravé vyse je ziejmé, ze funkce g nabyva maxima na [—1,1] x [—1,1] v bodech [1, 1],
[1,—-1], [-1,1] a [-1,—1]. Dohromady dostavame, ze funkce f nabyvd na M maxima v
bodech [1,1,1], [1,~1,1], [-1,1,1] a [-1, —1,1].

Podobné, pokud pro x,y € [—1, 1] definujeme

h(l‘,y) = f(xaya _1) = 2:1:2 + 2y2 - 17

nalezneme bod minima funkce f na M pomoci bodu minima funkce h na [—1,1] x [—1,1].
Funkce h mé zfejmé jediny bod minima [0,0], z ¢ehoz plyne, Ze funkce f m4 jediny bod
minima [0, 0, —1].



ReSeni Prikladu 6:
flz,y) = (2° + y?)e” @) M = R?

Mnozina M = R? je v tomto piipadé neomezens, a tedy nemize byt kompaktni. Pfestoze
funkce f je spojita, nemame v tuto chvili zddnou zaruku, ze nabyva svého suprema a infima.
Pro r € [0, 00) polozme g(r) = re”. Duvodem, pro¢ jsme zvolili funkci g pravé takto, je,
ze nyni pro z,y € R plati
flz,y) = g(=z* + ¢).

Funkce ¢ je kladné na intervalu (0,00) a ¢g(0) = 0. Bod 0 je tedy (jedinym) bodem minima
funkce g. Zderivujeme-li funkci g, dostaneme

g(r)=e"(1=r)

pro r € (0,00). Odtud vidime, ze funkce g je na intervalu (0, 1) rostouci a na intervalu (1, co)
klesajici. Maxima tedy nabyva v bodé 1.

Z rovnosti f(z,y) = g(x* + y*) vidime, Ze bodem minima funkce f je bod [0,0] a body
maxima funkce f tvori jednotkovou kruznici; jednd se tedy o body [z, y], kde z,y € R spliuji
2?2 +y? =1



